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Capitulo 1

Normas y convergencia

Sea E un R-espacio vectorial, una norma es una aplicacion || - || : E — R tal que Va,y €
E XeR:

1Lz 2 0A(Jz] =0 < = 0).
2. flz+yll < flzfl + [lyll-
3. [ Azl = [Alf|]-

El par (E,|| - ||) es un espacio normado. Llamamos distancia asociada a la norma a
d(z,y) == ||z — y||. Dos normas son equivalentes si sus distancias lo son.

Ejemplos de normas en R™ son las dadas por ||(z1,...,2,)|p == />y [z:|P y
(z1,. .., 20) |l = méax{|z;|}I~;. Ademas, V = Cla,b] = {f | [a,b] — R continua} con
| flloo = sup{|f(x)|}ze[a,s] €8 un espacio normado.

TEM

f:(X,d) = (Y,d) es continua en p [...] si y s6lo si Ve > 0,36 > 0: Vz € X, (d(z,p) <
5 = d(f(@), fp) < ).

" ._
-1
sup{||L(z)||" }zeE, |2 <1, Y tenemos como teorema que L es continua si y solo si ||L|| < +oo, y

entonces es uniformemente continua.

Definimos la norma de una aplicacién L : (E, | -||) = (F, ]| - |I') como ||L|| == ||L]|

=] Sea L continua en 0, es decir, Ve > 0,36 > 0: Vy € E,(ly]l <d = || Ly)||' < e).
Fijado ¢, sea ||2|| < 1, entonces [|32]| < 8y ||L(32)|' < e, luego ||L(2)||' < 2 y || L] < %.

<= Veamos primero que ||L|| < +oc0 = Vz € E,||L(z)||' < |L||||z|. En efecto, para
[zl =1, [IL()]" < sup{[ILW)[[}jy<1 = LI = [L[]lz]l, y para cualquier otra 2 basta

dividir entre la norma. Ahora bien, dado € > 0, tomando § = W entonces |y — x| <
Llle
§ = |IL) - L@)|" = 1Ly — o) < IL]ly — =]l < [1L]16 = {55 < e. Pero como &

no depende de z, L es uniformemente continua.



1.1. Equivalencia de normas

Dos normas || || y || ||’ son equivalentes si y solo si Ja, 8 > 0: Vo € E, allz|| < ||z||" < B]|z]|.
Demostracion: Sean L :=idg : (E,||-||) = (E,|| - ||') y L' == L™, entonces Tjj., = Ty si y
solo si L y L' son continuas, pues L es continua <= VA€ T, A€ T <= T € T
y el otro contenido es analogo. Entonces:
=] Si L es continua ||L|| < 400, luego ||z|" = ||L(z)||" < |L]|||z] ATl Bllz||. La otra cota

se hace de forma anéloga.

<] Siexiste § tal que Vz € E, ||z||" < 5]||z||, en particular se cumple para ||z|| < 1, y entonces
IE@)] = 2l < Blzl, tuego | Ll = sup |2l Hys<1 < B < +00 y L es continua.

TEM

Las métricas dg, dr y de [...] son equivalentes, [...|. Demostraciéon: Se deduce de que
%dT(‘TﬂU) < doo(:c,y) < dT(xvy) y ﬁdE(xvy) < doo(x,y) < dE(mvy) []

Todo cerrado C' de un compacto (X,7T) es compacto. [...] En [...] (R,7y) [...] todo
subespacio cerrado y acotado es compacto. [...] Todo subespacio compacto K de un espacio
meétrico (X, d) es [cerrado y] acotado. [...]Si f : (X, T) — (Y, T’) es continua y (X,7) es
compacto entonces f(X) es compacto. [...] (X, T) es compacto |[...] si toda sucesion admite
una subsucesion convergente.

Toda norma || - || : (E,||-]]) = R es uniformemente continua. Demostraciéon: Fijado € y
tomando 0 = ¢, si ||z — y|| < § entonces usando que |||z|| — ||y]l| < ||z — y||, lo que se deduce
de l|z| < 1= — il + Il ¥ lyll < 1y — 2]l + [1all, obtenemos que |z]) — ly]| < =.

Como teorema, en R", todas las normas son equivalentes.

zf| < Cllzllh] lofl = [| 22 @6l < 32 [walll€:]] < max{[|eq]|} 32 (o] = méx{[[€]|}H]|1-
|zl < D|z||] Tomamos (R™,||-]1) i (R™ - 1D Iy R, que es continua por ser composicion de

dos funciones continuas (la identidad es continua por la otra cota y la demostracion
del teorema anterior), entonces S = {z € R" | ||z||s = 1} es cerrado dentro del
compacto B(0,1), luego es compacto y como la funcién dada es continua, || - ||(S)
es compacto y alcanza su méximo y su minimo. Sea ahora p = min{||z||}cs > 0
(pues 0 ¢ S), si ||z|y = 1 para un cierto € R", entonces ||x| > p, luego z # 0y

Tenemos pues que toda T : (R™, || - ||) = (R™, ]| - ||') lineal es continua

x

]l

=1, con lo que >y |2l = pllzlly, y entonces [|lzfly < yl=|l.

]l

1.2. Convergencia

Sea (X,7T) un espacio topologico e (Y,d) un espacio métrico, una sucesion de funciones
(fn: (X, T)— (Y,d)), converge puntualmente a f : (X,7) — (Y, d) si para todo z € X,
fu(x) = f(z), y converge uniformemente a f si doo(fn, f) = 0. Seaxo € (X, T)y (fn: X —
R),, una sucesion de funciones continuas en xg que converge uniformemente a f, entonces f
es continua en xg. Demostraciéon: Fijado un € > 0, existe un ng € N tal que paran > ng y



r € X se tiene |f,(x) — f(x)] < §. Como f, es continua, existe V € &£(xo) tal que si z € V
entonces |fn(z) — fn(zo)| < §, con lo que | f(z) = f(zo)| < [f(z) = fu(@)| + | fn(z) — fulzo)| +
|fn(x0) = flzo)| < 5+ 5+5 =

FUVR1

Tn Tn
1. Si lim,, x,, = +o00 entonces lim,, (1 + %) =e vy lim, (1 — i) =e L

Tn

2. Si existe lim,, % =w € R con |w| < 1, entonces lim,, z,, = 0. |...]
Sib>0,c>1yd>0, entonces

logn < nb < ™ < ni®

Si ademéas d > 1, entonces ¢" < n! < n". |...]
Si lim,, 2, = 0 con 0 < |z,| < 1, entonces:

1. log(1 + &) ~ .
2. e —1~x,.
Si lim, z, = 1 con x, # 1 y lim,, ¥, = +00, entonces
h;ILn zin = eliman yn (zn—1)
Si lim, x, =0y x, # 0, entonces sin z,, ~ x,.
Criterios de Stolz: Si (a,), v (bn)n son sucesiones de reales tales que (by,), es

estrictamente creciente o decreciente y bien lim,, a,, = lim,, b, = 0, bien lim,, b,, = oo, si

existe lim,, 'Z"J:%g" = L € R, entonces lim,, %= = L.
1 —bn

by,
Como consecuencia:
1. Si (an)n converge, entonces

a1.+ ...+.a

s n ’
lim =lima,
n

n n

2. Si (ap), converge y a, > 0, entonces
lim /ay---a, =lima,

n n

dn_ - entonces
An—1

3. Sia, > 0y existe lim,,

QAp

lim /a,, = lim
n

n Gp-—1

FUVR1

La condicién de Cauchy nos dice que ), a, es convergente si y solo si Ve > 0,3ng €
N:Vp,geN,(ng<p<gq = l|apt1+---+aq <e).



[...] Si S, converge, entonces lim,, a, = 0. [...] La convergencia de una serie no se altera
modificando un nimero finito de términos de esta. |[...]

Dada una serie ZZOZI an de términos a,, > 0, esta es convergente si y sélo si la sucesiéon
de sumas parciales es acotada [...].

Criterios de comparacion:

1. Dadas >, an y Y, by con an,b, > 0, si existe M > 0 tal que a,, < Mb,Vn, entonces
la convergencia de Y | b, implica la de > 7, ay [...].

2. Dadas >, an y >, by con a,,b, >0y existe [ := lim,, Z—" € RU {+o0}:

a) Si0 <1< oo, ambas series tienen el mismo caracter. |[...]
b) Sil =0 entonces la convergencia de ) b, implica la de ) ay. [...]

c¢) Sil = +o0 entonces la convergencia de ) a, implica la de )" by. [...]
Criterio de la raiz: Dada ), a, con a, >0y a:=lim, /a, € R:
» Sia <1, laserie converge. |...]
= Sia > 1, laserie diverge. [...]
= Si a = 1 no se puede afirmar nada.

Criterio del cociente: Sea ", a, con a, >0y a = lim, “*= € R. [.. |

An

= Sia <1, la serie converge.
= Sia>1, laserie diverge.

Criterio de condensacion: Dada una sucesion (a, ), mondtona decreciente con a,, > 0.
Entonces

ianGR — i?”aw eR

n=1 n=1

Una serie ) a, con a, € R es absolutamente convergente si ), |a,| es conver-
gente. Toda serie absolutamente convergente es convergente. |...]

. P o] n . 1 . .
La serie geométrica ) " ;7" es convergente si [r| < 1 con suma ;= y divergente si

1
nk

|r| > 1. La serie armonica ) -, = es convergente si k > 1y divergente si k < 1.

1.3. Completitud

Una sucesion (x,,) en un espacio métrico (F, d) es de Cauchy si Ve > 0,3n. € N: Vn,m >
Ne, d(Tp, Tm) < €. Un espacio métrico es completo si toda sucesion de Cauchy es convergente.
Un espacio de Banach es un espacio normado completo. Dadas dos normas || - || v || - |/
equivalentes sobre F, (E, | -||) es completo si y solo si lo es (E, || - ||').

Como teorema, R" es un espacio de Banach con cualquier norma. Demostraciéon: Basta
probar que (R™,| - ||oo) es completo. Si (z,,) es de Cauchy en (R",| - [loc), COMO |Zpp; —
Zri| < || Tm — k|00 para todo i € {1,...,n}, entonces (z,;)m es de Cauchy en R y por tanto
convergente a un xo;, con lo que ()., converge a (xo1,.-.,%on), ¥ se tiene que (R™, || - ) es



completo.

Como teorema, (Cla,b], || - [lo) €s un espacio de Banach. Demostracion: Sea (f,), una
sucesion de Cauchy en (Cla,b], | - [|), fijado un € > 0 existe un ng tal que para n,m > ng y

€ [a,b], [fu(z) = fm(x)| < §. Por tanto para cada = € [a,b], (fn(z))n es de Cauchy en R y

converge pues a un valor f(x). Ahora bien, dado un z € [a, b], por la convergencia puntual que
acabamos de probar existe n, € N tal que para n > n, se tiene |f,(z) — f(z)| < §. Sin > no,
@) — @) < 1£a(2) — Fix(nna @)+ Fmistnamay (@) — F@)] < 5 + 5 =&, y como ng no
depende de z (solo de €), queda probada la convergencia uniforme.

Sea (z,,), una sucesion en el espacio de Banach (E, || - ||) con ) ||z,|| < +oco, entonces
>, Tn cOnverge.



Capitulo 2

Derivadas y diferenciales

2.1. Derivadas

Sean F y F normados, 2 C E abiertoy f:Q — F,dados a € 2y u € E, f es derivable
en a seguin u si existe la derivada direccional de f en = segun u, dada por

dy f(x0) := }g]% w

Si u = € es el vector i-ésimo de la base candnica hablamos de la derivada parcial i-ésima,
que denotamos
of

8171'

Si = A\ con A €R, dzf(t) existe si y solo si existe dzf(¢).
f:(a,b) = R™ es derivable en xq si cada una de sus coordenadas lo es, y entonces f'(zg) =

(fi(20), -+, fr(20))-

(a) :==d;if(a) :=dg, f(a)

2.2. Diferenciales
Sea () C E abierto, f: Q — F yae€, fes diferenciable en « si existe una aplicacion

lineal L : E — F tal que
o J@ 1) — £(a) — L(R)

=0
h—0 1Al

Esta aplicacion es la diferencial de f en a, denotada por df (a), y si existe es tnica.

Escribimos L = M si M es la matriz asociada a la aplicacion lineal L.

f:Q CR™ — R” es diferenciable en a € Q2 con diferencial L si y solo si cada f; : R™ — R,
i € {1,...,n}, es diferenciable con diferencial L;.

Sif:QC FE — F es diferenciable en a € €2, también es continua en a.

f:Q CR™ — R" es diferenciable en a € € (€ abierto) si para todo P € Q existen todas

las derivadas parciales gf L(P) y son continuas en a.
Tj




Demostracion: Podemos suponer n = 1, pues de lo contrario basta probar que cada f; es

+h)—f(a)-™ hy
diferenciable en a. Se trata pues de probar que limj,_. Jlath) f(a)Hh%l 5 (@) = 0, lo que

ocurre si y s6lo si

U@+M*ﬂ®*ZQ$ZWMI1,f@+2£ﬁﬁ%¢@%§ﬁqﬁmmi

0= B = ]
]Z?Ll (f(a + i€+ -+ hid) — flad b+ + hio1Eo) — %(Q)hi)
= 1/ ‘
ho0 7]

El dltimo sumatorio con sus dos primeros elementos forma una suma telescopica: todos los
elementos se anulan salvo el primero y el ultimo. Sabemos que cada a+hi€1 +- - -+ h;€; esta en
el dominio de f porque € es abierto y h se supone lo suficientemente pequefio. Ahora llamamos
sz(t) = f(a+h1€1 4+ +hi—1€i—1 +t€i)7 con lo que (p;(t) = %(a+h1€1 S +hi—1€i—1 +t€1),
v A = @i(hi) —¢i(0) = fla+hie1+---+hi€) — fla+hi€ +- -+ hi—1€_1) = ¢}(&)h; para
algtn &; entre 0 y h;, que tiende a 0. Sustituyendo nos queda que lo anterior es igual a

[0 e — (@
lim

h—0 12l

Entonces,

< ‘Z:‘il @i(&i)hi — %(a)hi
- 17 lloo

R
[7lloo

IN

Z 3f_ (a+hi€r+ -+ hi1€i-1 + &i€i) — / (a)‘

, T a.’ﬂl
i=1

Que esta ultima expresion tienda a 0 se debe a que 0 < - < 1y a que las derivadas parciales
I H

de f sean continuas y por tanto lim,_,q 2 o Lg+...)= 8 L (limp,_o(a + ...)). Entonces, por
la regla del sandwich, el limite inicial tiende a 0. Hemos utilizado la norma | - ||se, pero como

dada una norma || - || 3o, 8 > 0 : Vh,a < ”ﬂl}llf < B, la convergencia a 0 no depende de la
norma que tomemos.

2.3. Regla de la cadena

La regla de la cadena afirma que sild C R™ y V C R™ son abiertos, a € Y y U ERVEN -l
son diferenciables en a y en f(a), respectivamente, entonces g o f es diferenciable en a y
d(go f)(a) = dg(f(a)) o df (a).

Demostracién: Sean L = df(a) : R™ — R" y S := dg(f(a)) : R” — R*, tenemos que

o Jlah) = f@ = L) _ | g(f(@) + 1) — g(f(a)) = S

=0
h—0 2] =0 [l

y queremos ver que

o 9@+ 1) — g (@) = S(L(R)

h—0 1Al



Si llamamos 7 == f(a + h) — f(a), que tiende a 0 por la continuidad de f en a, entonces

o 90+ 1) = g(f(@) = S(L(R) _ | g(f(@) +1) — g(F(@) = S(0) () — S(L(R)

h—0 T h0 Al * Idl
_ i IY (@) + 1) —g(f(a)) = S() |Inll _ ¢ <f(a +h) = fla) = L(h)>
h—0 il [ [

Como S (w) — 0 usando la linealidad de S y su continuidad (que se deduce

17l
de su linealidad), y como g(f(a)Jr")*”f](Hf(a))*S(")

acotado, pero

— 0, el limite tenderd a 0 si y soélo si % es

Inll _ If(a+h) = fla) = L(k) + L(B)]|
= 1l &
If(a+h) — fl@)— L) | L)) 1Ll IR
2l B T E A T R T

0

< 400

por la continuidad de L.

2.4. Incremento finito

El teorema del incremento finito afirma que, sean f: Q@ C R™ — R", a,b €  con el
segmento [a,b] C Qy M > 0, si ||df (z)|| < M para todo = € [a,b] se tiene ||f(b) — f(a)] <
M]||b— all.

Demostracion: Fijado € > 0, sabemos que para x € [a, b], limp,_o

f(r+h)—fu(’ﬂlﬂ|)‘—df(r)(h) -0
y por tanto existe d, > 0 tal que para ||h|| < d, se tiene

[f(z 4 h) = f(z) = df (x)(h)]| < ellAll

con lo que

1f (@ + h) = f@)| = lldf () (R)]| < [If(z + h) = f(z) — df (z)(h)]| < elln]]
y por tanto
1f (@ +h) = f(@)|| <ellhll + lldf (z)(R)I| < ellhll + [|df (z)l[|R]] < (e + M)]|A]

Esta desigualdad depende de 4, y por tanto de x. Sea entonces {B(z, %)}xe[a,b] un recubri-
miento por abiertos de [a,b] y {B;}F_, = {B(x, %)}le un subrecubrimiento finito del que
suponemos que no podemos quitar ninguna bola. Ahora llamamos z¢g == a y k41 = by
suponemos a = g < 1 < -+ < T < Tp4+1 = b. Por la desigualdad anterior, para z,y € [a, D]
con [ly—z| < bz o [lx—yll <dy, [|f(y) - f(@)]] < (M +e)||lz—y|. El segmento [z, zi+1] queda
cubierto por B; y B;+1, pues si hiciera falta ademas B; con j # ,i+1 para cubrirlo serfa z; < x;
y entonces B; C B; o x; > x;41 y entonces B; 11 C Bj, pero entonces podriamos quitar una

- @y Oa; ‘ .
bola del recubrimiento#. Por tanto ||z; 11 — z;|| < 62” —5+ < méx{d,,, ds,,, ;- Finalmente

tenemos que [|£(b)— f(a)|| = || f (1) = f (i) ++ -+ (21) = f(20) | < Sy 1 (wig1) = ()] <
E?:o |zir1 —x;||(M+€) y, como todos los x;41 —x; tienen la forma A(b—a) con A > 0, entonces

Zf:o lxit1 — zi||(M +¢) = ||b — a||(M + ¢). Como esto se da para todo € > 0, el resultado
queda probado.




Capitulo 3

Dobles diferenciales

f:Q CR™ = R" es dos veces diferenciable o de clase C2 en a € Q si f es diferenciable
enld € E(a) ydf : U — LIR™,R™) = M,um(R) = R™ (la aplicaciéon que a cada elemento
de U le asigna un vector en R™" que contiene, en algin orden, los elementos de la matriz
asociada a la diferencial del elemento) es diferenciable en a. Por induccion se define el ser n
veces diferenciable o de clase C™, y el ser infinitamente diferenciable o de clase C*°.

Denotamos la derivada parcial k-ésima de la derivada parcial j-ésima de la i-ésima coor-
denada de f, o la i-ésima coordenada de la doble derivada parcial respecto a x; y o, como

8% f; Lo ., 1 8% f; . . . . dfs
Doyomr Y SLT = k, también escribimos Z-3. Si f tiene derivadas parciales segundas w107

todas continuas en a entonces f es dos veces diferenciable en a.

3.1. Matriz hessiana

Del mismo modo que podemos pensar en la diferencial de una funciéon diferenciable como
df(a) : R™ — R™ dada por @ — dzf(a), llamamos diferencial segunda de f en a a la
aplicacion d?f(a) : R™ x R™ — R™ con (@, 7) — dydzf(a), y vemos que esta es una aplicacion
bilineal.

La matriz de d?f(a) : R™ x R™ — R, dada por

o f
8$18$J ij

se denomina matriz hessiana. Asi, si M es la matriz hessiana de f, entonces

Efa)(@o)=(~- @ - )M| ¢

. 2 — . 0°f % f 4 ;
Como te(?rema, sea f[:QCR*—>Rya= (xp,yo) €, si a0y Y Dydx estan d.eﬁnlda's en
2 y son continuas en a, entonces su valor en a coincide. Esto significa que la matriz Hessiana
es simétrica. Demostracion: Como 2 es abierto, existe € tal que Byo(a,e) = (g — €, z¢ +

e) X (yo —e,90 +€) C Q. Fijamos t € (xzg —&,y0+¢) y s € (Yo — &,y0 + €), y consideramos




Ay = f(t,s) = f(t.yo) — f(z0.5) + f(20, o). Si ahora llamamos F5(f) = f(%,35) — f(£,y0),
vemos que Fx(t) es derivable con Fi(t) = %(i, 5) — ﬂ(f, Yo) ¥ que entonces A; s = Fy(t) —

ox
D(5):=5L(&.4:9)
Fiw0) = P26t —w0) = (%(Enrs) — 26 s,yo>) (t20) "TTEE (@) (o))t -
® derivable por hipotesis

) Lor Hipet D' (1¢,5)(s — yo)(t — ) = dxdy (ft s:Mt,s) (8 — o) (¢ — @o). Permutando
los papeles de las dos coordenadas (definiendo 0(3) == f(t,5) — f(z,5)) obtenemos que A; ¢ =
07(3) — o5(yo) = %(&,S,ﬁt’s)(s — 90)(t — zo). Haciendo ahora tender (t,s) a (zo,yo), por la
regla del sandwich (& s, i) ¥ (ét)s, ft,s) también tienden a (xo, yo), y aplicando la continuidad

Zo

de las derivadas parciales dobles en a, nos queda finalmente que %(mo, Yo) = %(wo, Yo)-

3.2. Desarrollos de Taylor

Despejando de la definicion de diferencial, nos queda que f(a+h) = f(a)+df (a)(h)+o(||h]]),
lo que podemos interpretar como una aproximacion de f(z) cerca de a por un polinomio de
grado 1. Como teorema, si f : Q@ C R™ — R es dos veces diferenciable en a € {2 entonces

fla+h) = f(a) +df (a)(h) + 5d° f(a) (R, h) + o( || 2]?).
Demostracion: Sea R(h) == f(a+ h) — f(a) — df(a)(h) — 2d?f(a)(h,h), y hemos de ver

. R(h . .
que limy,_,¢ W = 0. Como todas las normas en R™ son equivalentes, elegimos || - |». Usamos

el teorema del incremento finito, que afirma que si R es diferenciable y || dR ()| < MVE € [0, A
entonces | R(h)—R(0)|| < M:-||h—0||. R es diferenciable al ser la suma de f(c+h) y un pohnomlo
de grado méximo 2. Para estimar ||dR| vemos que R(a) = f(a +h) — f(a) — 3, 2 B L (a)h; —

D y az 81 (a)h;hj, y usando la ¢ de Kronecker,

b= 55 (st~ (5) = L ooa (2
3xk223x azj ' QZJ:(@wJ()6zk+amiaxj(a)5jk>_2 2d(axk>(a)(h)

Por tanto

O _ 08 (ymy—0- 2 (4)—a (W)()()::wk(h)nhn

Oz Oxp Oxy, Oxy,

donde limy,_g 9 (h) = 0. Como aaR es continua, definiendo el compacto [0, h] como {th};eo,1]
existe un punto tg ph € [0, k] tal que

OR OF
—(tg.nh) = max { —
&Tk( k,nh) max{axk( )}EE[OJL]

Por esto, y como dR(§) = (g%(ﬁ), ce aii (f)), existe C tal que

OR }n
a
k=1

4RO < € aR(a) | = mix { | 7 )

para & € [0, h], y por el teorema del incremento finito, si p es tal que
OR ) OR
—(a)| = méx< |=—
(@) { f’hfk( )‘}k 1

Oz,




tenemos

[R(A)]| = |1R(h) = R(O)| < C laR(tp,h)

o = C¢p(tp,hh)||h“”h” = O¢p(tp’hh)‘|h||2
P

y entonces ‘ I}E”gl < CYp(tp nh) — 0, lo que prueba el teorema.

3.3. Extremos relativos

Si V es un K-espacio vectorial con k := dimg (V) < +co y 0 : V x V — R una aplicacion
bilineal, existe A = (a;;) € My (K) asociado a ¢ y podemos definir

aip 0 A1k
ail a2

Ay = |CL11| ,Az = a9 Ggo

A=

g1 - Okk
Entonces un teorema de algebra nos dice que o es:
1. Semidefinida positiva si y solo si A; > 0Vi.
2. Semidefinida negativa si y solo si A;(—1)* > 0Vi.
3. Definida positiva si y so6lo si A; > 0Vi.
4. Definida negativa si y solo si A;(—1)% > 0Vi.
Como teorema, sea 2 C R™ abierto, f: Q2 >Ry a€Q,

1. Si f alcanza en a un extremo relativo entonces df (a) = 0.

Podemos suponer que alcanza un maximo. Entonces U € £(a) : f(x) < f(a)Vx € U,
luego si para i € {1,...,m} definimos ¢;(t) = f(ai,...,ai—1,t,ai+1,--.,am), fjado i,
Je > 0: V€ (a—ca+e)pi(t) < pila) y gh(ar,.. a1t aip1, . am) = @ (1),
luego 5% (a) = ¢/(a;) =0y

df@)=( 2@ - Pl ) =0

2. Si f es de clase C? y df(a) = 0, entonces

d?f(a) definida positiva =  f tiene un minimo estricto en a =

— f tiene un minimo en a =  d*f(a) semidefinida positiva

1 = 2] Consideremos el desarrollo de Taylor de f de orden 2 en a, que como df (a) = 0,
queda como

f(x)

f(a) + 5@ F(a) @ — a2~ a) + of |z — al]?)

1 2 19 r—a T—a _al?
@)+ glle — al @) (2= ) ol — alP)
e Mot (e (e zma Y 2oz —al?)
= s+ glle—alP? (@) (0 ) + )

|z —df [ — all?




suponiendo = # a. Pero I””;“ € {y e R | |ly|| = 1} =: K, que es compac-

[z—all
to por ser cerrado y acotado, y ® : R™ — R dada por ®(u) = d*f(a)(u,u) =
D #ng(a)uiuj es continua, luego ®(K) = {d fla )(ch aH’W) }IER"L es
compacto y, por ser ademés d? f(a) definida positiva, existe M > 0 tal que ®(K) >

M.
Como %ﬁf) — 0 cuando & — a, existe U € £(a) tal que Vz € U, % <
M, luego si x € U\{a},d*f(a) (Hiigll’ |\§:z|\) + 20‘(|L|cgia”! ) > M-M =0y

f(@) > f(a) + zllz —al*- 0= f(a).
2 = 3] Obvio.
3 = 4] Fijamos u € R™ y definimos ¢(t) := a + tu como la funciéon ¢ : R — R™ que

parametriza la recta a+ < @ >. Seald € £(a) con f(a) < f(z)Vx € U, si restringimos
¢ a ¢ 1(U), un entorno de 0 en R, entonces f o ¢ alcanza un minimo en 0, pues

(f 2 ©)(0) = f(¢(0)) = f(a) < f((t))Vt € ™' (U), y tenemos que f o es de clase
C? y semidefinida positiva. Por la regla de la cadena, al ser ¢ y f diferenciables,

d(f o) (t) = df (p(t)) o dp(t) =

Uy

0
E(%(athu) 8‘1{n’(a+tu)) Zzai(a—ktu)u

Um

Entonces d?(fop)(t) = 43, adf (a+tu)u; =Y, ui % (%(a + tu)) Como gf es

diferenciable al ser f de clase C2,

% <gi (a+tu)> =d (gi w) (t) = dgi (p(t)) o dp(t) =

Uy
> O2f
= f . o°f . =
= ( a0, (@ + tu) 9.9, (@ +tu) ) : Ej e (a+ tu)u;

Um,

Sustituyendo, d*(f o p)(t) = 3, ; aféaj;; (a + tu)uju; = d*f(a + tu)(u,u). Pero al
ser f o ¢ una funcion real de una variable real dos veces derivable con su minimo
en 0, sustituyendo 0 < (f 0 )" (0) = d?f(a)(u,u), y como esto se cumple para todo

u € R™, queda probado que d?f(a) es semidefinida positiva.




Capitulo 4

Regiones de R"

Podemos describir una regién de R™:

1. De forma implicita, como el conjunto de puntos que cumplen f(z) = 0 para cierta
funcion f : U — RE, siendo & C R™ un abierto. La region A = {(z1,...,2,) € U |
f(x1,...,2,) = 0} estd descrita implicitamente de forma C'-regular si f es de
clase C* y Vp € A,rg(df (p)) = k (el rango de la diferencial es k).

2. De forma paramétrica, como la imagen de una funcion ¢ : Y — R", siendo & C R™ un
abierto. La parametrizacion es Cl-regular si ¢ es de clase C! y Vp € U, rg(dp(p)) = m.

El teorema de la funcién implicitdl] afirma que, para A CR" y p € A, existe un U € £(p)
tal que U N A admite una presentaciéon implicita Ct-regular si y solo si existe U’ € £(p) tal que
U N A admite una parametrizaciéon C'-regular.

Sean pues U C R™ 25 Y C R” N W C RF la parametrizacion y la forma implicita de
Ay q e U tal que p(q) = p € V, se tiene que Im(dyp(q)) = ker(df (p)). En efecto, como f es
constante en A por ser f(A) = {0}, f o ¢ también lo es, luego 0 = d(f o v)(q) = df (p) o dp(q)
y entonces Im(dy(q)) C ker(df(p)), pero como ambos subespacios tienen la misma direccion,
se tiene la igualdad. Esto significa ademas que este espacio no depende de ¢ o f, y en esta
situacion llamamos espacio tangente al compacto A en el punto p al espacio afin que pasa
por p y tiene por direcciéon Im(dp(q)) = ker(df (p)).

Llamamos gradiente en a € U de una funcion f : D C R®™ — R diferenciable en a al

vector V f(a) = (%7 RN ;Tf) € R", la matriz de la diferencial de f en a expresada como
vector. Para encontrar los extremos relativos de una funcién f : D — R"™ sobre un subconjunto

D C R™ no abierto:

= Si D esta dado en forma paramétrica como ¢(Uf), donde U es un abierto de R™ y ¢ : U —
R™ es diferenciable, buscamos los extremos relativos de f o ¢ en U, teniendo en cuenta
que f o tiene maximo absoluto en a siy solo si f tiene un maximo absoluto en ¢(a). Si
ademads ¢ es continua, un méximo relativo de f en ¢(a) implica uno de f oy en a, y si
o (U, Tulu) = (@U), Tulpwy) es abierta, un maximo relativo de f oy en a es uno de f

en ¢(a).

IEsto corresponde a FVV3, pero lo estudiamos por su utilidad practica.



= Si D esta dado en forma implicita como {z € U | g(z) = 0}, donde U es un abierto de
R" y g : U — RF es de clase C', aplicamos el teorema de los multiplicadores de
Lagrange, que afirma que si f : 4 — R es diferenciable, alcanza en un punto a € U
un extremo relativo y rg(dg(a)) = k, entonces Vf(a) € span(Vgi(a),...,Vgr(a)) =<
Vygi(a),...,Vgr(a) > (el espacio generado por los vectores). Demostracion: Por el
teorema de la funciéon implicita, existen V C R"~* abierto, W € £(a) y ¢ : V — W de
clase Ct con rg(dp(a)) = n — k tales que DNW = ¢(V), y si a es extremo relativo de
f en D, por la continuidad de ¢, el punto b € V con (b) = a es extremo relativo de
fowenV, luego d(f o ¢)(b) = 0 = df(a) o p(b) y entonces Im(dyp(b)) = ker(dg(a)) =
ker(dgy(a),...,dgi(a)) C ker(df(a)) y por tanto ﬂle ker(dg;(a)) C ker(df(a)), que por
un misterioso lema de algebra equivale a que df (a) € span(dgs(a), ..., dgx(a)).
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