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Capítulo 1

Modelos de optimización lineal

Un problema de optimización consiste en minimizar o maximizar una función f : F ⊆
Rn → R, donde F es el conjunto factible. Un poliedro es una intersección finita de semi-
espacios de Rn, y decimos que un problema de optimización es lineal si f es lineal y F es un
poliedro.

1.1. Forma canónica
Todo problema de optimización lineal es reducible a minimizar una función

f(x) =

n∑
k=1

ckxk

bajo una serie de requisitos de la forma
n∑
k=1

aikxk ≥ bi

con i ∈ {1, . . . ,m}. Definiendo en Rn el orden parcial dado por

(x1, . . . , xn) ≤ (y1, . . . , yn) :⇐⇒ ∀k ∈ {1, . . . , n}, xk ≤ yk,

podemos representar el conjunto factible como {X : AX ≤ B}, con A := (aij)m×n, X ∈ Rn
y B := (bi)i ∈ Rm, y el problema queda representado por A, B y C := (ck)k ∈ Rn. También
usamos la notación

(x1, . . . , xn) < (y1, . . . , yn) :⇐⇒ ∀k ∈ {1, . . . , n}, xk < yk,

con lo que x < y 6≡ x ≤ y ∧ x 6= y.
Para convertir a forma canónica, tenemos en cuenta que:

máx{f(x)}x∈F = −mı́n{−f(x)}x∈F ; mı́n{f(x)}x∈F = −máx{−f(x)}x∈F .

a1x1 + · · ·+ anxn ≤ b ⇐⇒ −a1x1 − · · · − anxn ≥ −b.

a1x1 + · · ·+ anxn = b ⇐⇒ a1x1 + · · ·+ anxn ≥ b ∧ a1x1 + · · ·+ anxn ≤ b.
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Figura 1.1: De izquierda a derecha, uso del método gráfico en problemas con solución únca,
múltiple e ilimitada. Se representan el poliedro, las rectas de valor constante y las soluciones.

1.2. Forma estándar
Los requisitos son de la forma

n∑
k=1

aikxk = bi, i ∈ {1, . . . ,m} ó xk ≥ 0, k ∈ {1, . . . , n}.

El conjunto factible queda representado por {X : AX = B, ∀k ∈ S,Xk ≥ 0}, donde S ⊆
{1, . . . , n}. Para convertir a1x1 + · · · + anxn ≥ b a forma estándar, añadimos una dimensión
z y tomamos z ≥ 0, a1x1 + · · · + anxn − z = b. La conversión para a1x1 + · · · + anxn ≤ b es
análoga. A estas nuevas variables las llamamos variables de holgura.

1.3. Método gráfico
Para resolver problemas bidimensionales. Representamos gráficamente el conjunto factible,

con dos rectas distintas en las que, en cada una, el valor de la función objetivo es constante.
Estas rectas son paralelas. Para maximizar, tomamos imaginariamente la recta de este tipo
con mayor valor de la función objetivo que contenga algún punto del conjunto factible, y para
minimizar, la recta de este tipo con menor valor. Hay tres posibilidades:

Solución única: Esta recta corta con el conjunto factible en un sólo punto, un vértice del
poliedro.

Solución múltiple: La recta corta con el conjunto factible en una arista. Para ello, la recta
formada al sustituir la desigualdad que genera la arista por una igualdad, esta debe ser
paralela a las rectas con valor de la función objetivo constante.

Solución ilimitada: Si el poliedro no es acotado, puede ocurrir que no haya una recta de
este tipo con valor máximo o mínimo de la función objetivo, con lo que el problema no
tiene solución.
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Capítulo 2

Modelos de convexidad

Un conjunto A ⊆ Rn es convexo si ∀x, y ∈ A, λ ∈ [0, 1], (1 − λ)x + λy ∈ A. Por ejemplo,
los espacios y semiespacios afines son convexos.

Se ve fácilmente que la intersección arbitraria de convexos es convexa. La clausura de un
convexo es convexa, así como su interior.

Dado un convexo A ⊆ Rn, x ∈ A es un punto extremo de A si @a, b ∈ A, a 6= b, λ ∈ (0, 1) :
x = (1− λ)a+ λb.

Un vector d ∈ Rn\{0} es una dirección de A si ∀x ∈ A, λ ≥ 0, x+ λd ∈ A. Los conjuntos
acotados no tienen direcciones. Sean d1 y d2 direcciones de A y µ1, µ2 ≥ 0 no ambos nulos,
µ1d1 + µ2d2 también es dirección de A. En efecto, sean d̃ := µ1d1 + µ2d2, x ∈ A y λ ≥ 0,
x + λµ1d1 ∈ A y por tanto x + λµ1d1 + λµ2d2 = x + λd̃ ∈ A. Con esto, d̃ es una dirección
extrema de A si no existen direcciones d1 y d2 no proporcionales de A y µ1, µ2 > 0 tales que
d̃ = µ1d1 + µ2d2.

Decimos que x̃ ∈ Rn es una combinación convexa de x1, . . . , xm ∈ Rn si existen
λ1, . . . , λm ≥ 0 tales que

∑
k λk = 1 y

∑
k λkxk = x. El teorema de Caratheodory afirma

que, si x̃ ∈ Rn es combinación convexa de x1, . . . , xm con m > n, también es combinación
convexa de a lo sumo n+ 1 de los m puntos.

Dado A ⊆ Rn, llamamos cc(A) al conjunto de combinaciones convexas de puntos cuales-
quiera de A, y envolvente convexa de A, ec(A), a la intersección de todos los convexos que
contienen a A, y se tiene ec(A) = cc(A).

Dados p ∈ Rn\{0}, α ∈ R, el hiperplano H := {p · x = α} divide el espacio en dos
semiespacios {p · x ≤ α} y {p · x ≥ α}. Decimos que H separa a los conjuntos A,B ⊆ Rn si
cada uno de los dos está contenido en un subespacio de estos distinto. La separación es propia
si A∪B * H; estricta si ninguno de los dos interseca con H, y fuerte si al menos uno de los
dos conjuntos está a una distancia positiva de H. Propiedades:

1. Si A es convexo y cerrado e y /∈ Å, existe un hiperplano de separación entre A e {y}.

2. Si además y /∈ A, existe un hiperplano de separación fuerte.

3. Si A y B son convexos disjuntos, existe un hiperplano de separación entre ellos.

4. Si además son cerrados y al menos uno de ellos es acotado, existe un hiperplano de
separación acotado.
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Teorema de Farkas: Sean A ∈Mm×n(R) y c ∈ Rn, de los sistemas{
Ax ≤ 0

c · x > 0
y

{
Aty = c

y ≥ 0

exactamente uno tiene solución.
Demostración: Si ambos tienen soluciones respectivas x e y, entonces Ax ≤ 0 e y ≥ 0,

luego 0 < c · x = ctx = ytAx = y ·Ax ≤ 0#.
Si el segundo no tiene solución, sea L := {Aty}y≥0, queremos ver que L es convexo y cerrado.

Para ver que es convexo, sean a := Atu, b := Atv ∈ L y λ ∈ [0, 1], m := (1 − λ)a + λb =
At((1 − λ)u + λv), pero (1 − λ)u + λv ≥ 0, luego m ∈ L. Para ver que es cerrado, sean
{zn := Atyn}n ∈ L con ĺımn zn =: z e (ynk)k una subsucesión de (yn)n convergente a y,
entonces z = ĺımn zn = ĺımk znk = At ĺımk ynk = Aty, y como debe ser y ≥ 0, entonces
z = Aty ∈ L.

Finalmente, al ser L convexo y cerrado con c /∈ L, existe un hiperplano de separación fuerte
entre L y c, es decir, existen p ∈ Rn\{0} y α ∈ R tales que ptz ≤ α∀z ∈ L y ptc > α. Haciendo
z := 0 ∈ L obtenemos 0 ≤ α, por tanto

∀z ∈ L, ptz ≤ α ⇐⇒ ∀y ≥ 0, α ≥ ptAty = ytAp ⇐⇒ Ap ≤ 0,

ptc > α ⇐⇒ c · x > α ≥ 0 =⇒ c · x > 0,

luego p cumple la primera ecuación.
Teorema de Gordan: Sea A ∈Mm×n(R), de los sistemas

Ax < 0 y


Aty = 0

y ≥ 0

y 6= 0

exactamente uno tiene solución.
Demostración: Si ambos tienen soluciones respectivas x e y, entonces 0 = xtAty = ytAx,

pero hay componentes de ytAx estrictamente menores que 0#.
Si el primero no tiene solución, sean L := {z ∈ Rn : z < 0} y M := {Ax}x∈Rn , tenemos que

L yM son disjuntos porque su intersección son las soluciones del primer sistema. Como ambos
son convexos, existe un hiperplano de separación entre ambos, es decir, existen p ∈ Rn\{0} y
α ∈ R tales que ptz ≤ α∀z ∈ L y ptw ≥ α∀w ∈ M . Sea {zn}n ⊆ L con ĺımn zn = 0, se tiene
ĺımn p

tzn = 0, y como ptzn ≤ α∀n, 0 ≤ α. Entonces

∀w ∈M,ptw ≥ α ⇐⇒ ∀x, ptAx ≥ α ≥ 0 =⇒
=⇒ ptA(−Atp) ≥ 0 =⇒ −‖Atp‖2 ≥ 0 =⇒ Atp = 0,

∀z < 0, ptz ≤ α ⇐⇒ p ≥ 0,

p ∈ Rn\{0} =⇒ p 6= 0,

luego p es solución de la segunda ecuación.
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Capítulo 3

Representación de conjuntos
poliédricos

Sean A ∈ Mm×n(R) de rango m (por tanto m ≤ n), b ∈ Rm y c ∈ Rn. El conjunto
{Ax = b} es unipuntual si m = n o infinito si m < n, por lo que nos centramos en problemas
de maximizar o minimizar {c · x : Ax = b, x ≥ 0} con m < n. Llamamos A1, . . . , An a las
columnas de A, con lo que, si x ∈ Rn, Ax =

∑
k xkAk.

Dado S ⊆ {1, . . . , n}, la submatriz B ∈Mm(R) formada por las columnas de A con índice
en S es básica si es de rango máximo. Entonces, de las variables x1, . . . , xn, decimos que xk
es una variable básica (xk : B o k : B) si k ∈ S, y de lo contrario decimos que es no básica
(xk : N o k : N , si N es la submatriz formada por las columnas de A con índice no en S).

En adelante, si S = {s1, . . . , sm} y {1, . . . , n} \ S = {t1, . . . , tn−m} con s1 < . . . < sm y
t1 < . . . < tn−m, llamamos xB := (xs1 , . . . , xsm), xN := (xt1 , . . . , xtn−m), b(x1, . . . , xm) :=∑
k eskxk y n(x1, . . . , xn−m) :=

∑
k etkxk, b ∈ Mn×m(R), n ∈ Mn×(n−m)(R). Entonces

(B,N) es una descomposición de A por m columnas.
Llamamos solución básica a x ∈ R con xN = 0 y, por tanto, como Ax = BxB +NxN = b,

xB = B−1b, y decimos que es factible si x ≥ 0.
Dado F := {Ax = b, x ≥ 0}, x ∈ F es un punto extremo si y sólo si es una solución básica

factible. Además, si F 6= ∅, existe al menos un punto extremo.

=⇒ ] Podemos suponer, reordenando el sistema, que x =: (x1, . . . , xp, 0, . . . , 0) con x1, . . . , xp >
0, y basta ver que A1, . . . , Ap son linealmente independientes, pues entonces habrá otras
m − p columnas con las que formar una matriz básica. Supongamos que existe µ :=
(µ1, . . . , µp, 0, . . . , 0) 6= 0 tal que

∑
k µkAk = 0. Sean

α := mı́n

{∣∣∣∣xkµk
∣∣∣∣ : k ∈ {1, . . . , p}, µk 6= 0

}
,

a := x+αµ y b := x−αµ, entonces a ∈ F , pues Aa = Ax+αAµ = b+α
∑
k µkAk = b y,

para k ∈ {1, . . . , n}, bien µk ≥ 0, bien α ≤ − xk
µk

, con lo que ak = xk + αµk ≥ 0 y a ≥ 0;
análogamente, b ∈ F . Pero entonces x = a+b

2 con a, b ∈ F y a 6= b, con lo que x no es un
punto extremo.#
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Esto nos permite hallar puntos extremos, pues existe un r con α :=
∣∣∣ xrµr ∣∣∣ y, por tanto,

bien ar = 0 si µr < 0 o br = 0 si µr > 0, y repitiendo este proceso con a o b según
corresponda, se llega a un punto en que las columnas de A asociadas a componentes no
nulas son linealmente independientes.

⇐= ] Sea B una matriz básica cuya solución básica es x ≥ 0, con lo que x = bB−1b. Si
existen a, b ∈ F con a 6= b y µ ∈ (0, 1) tales que x = (1 − µ)a + µb, entonces xN =
(1 − µ)aN + µbN = 0, pero como aN , bN ≥ 0, aN = bN = 0, luego a y b son soluciones
básicas de B y, por unicidad, a = b = x#.

Un vector d 6= 0 es una dirección de F si y sólo si Ad = 0, d ≥ 0.

=⇒ ] Para x ∈ F y λ ≥ 0, x + λd ∈ F , luego A(x + λd) = Ax + λAd = b + λAd = b, y por
tanto Ad = 0, y como x+ λd ≥ 0 =⇒ d ≥ −xλ para todo λ ≥ 0, se tiene d ≥ 0.

⇐= ] Para x ∈ F y λ ≥ 0, A(x+ λd) = Ax+ λAd = b y x+ λd ≥ 0.

Un vector d 6= 0 es una dirección extrema si y sólo si podemos escribir A = bB + nN y existe
un k : N tal que B−1Ak ≤ 0 y d = t(ek − bB−1Ak) para algún t > 0.

=⇒ ] Como Ad = 0,
∑
k dkAk = 0, y como d ≥ 0, podemos suponer, para d1, . . . , dp, dk > 0,

que d =: (d1, . . . , dp, 0, . . . , 0, dk, 0, . . . , 0). Si A1, . . . , Ap son linealmente dependientes,
existiría µ := (µ1, . . . , µp, 0, . . . , 0) 6= 0 con

∑
k µkAk = 0, y tomando

α := mı́n

{∣∣∣∣ dkµk
∣∣∣∣ : k ∈ {1, . . . , p}, µk 6= 0

}
,

a := d+ αµ y b := d− αµ, a es una dirección, pues Aa = Ad+ αAµ =
∑
k µkAk = 0 y,

para i ∈ {1, . . . , p}, ai = di +αµi ≥ 0; análogamente b es una dirección, y como d = a+b
2 ,

y a y b no son proporcionales porque entonces µ sería proporcional a d, imposible porque
µk = 0 y dk 6= 0, d no sería una dirección extrema.# Entonces podemos completar
A1, . . . , Ap con otras m − p columnas linealmente independientes para formar la base
B, sabiendo que Ak no es una de ellas porque Ad = 0 y por tanto A1, . . . , Ap, Ak son
linealmente dependientes. Finalmente, Ad =

∑
i:B diAi+dkAk = BdB +dkAk = 0, luego

dB = −B−1dkAk, y como dk > 0, −B−1Ak ≥ 0 y B−1Ak ≤ 0.

⇐= ] Ad = BdB+NdN = −tBB−1Ak+tAk = 0, y como B−1Ak ≤ 0, d ≥ 0. Si d no es extrema,
habría direcciones a y b de F independientes y µ ∈ (0, 1) tales que d = (1 − µ)a + µb.
Entonces −tB−1Ak = (1−µ)aB +µbB y, sea j tal que nej = ek, tej = (1−µ)aN +µbN ,
por lo que aN =: γej y bN =: δej . Como a es dirección, Aa =

∑
i:B aiAi + akAk =

BaB + γAk = 0 y aB = −γB−1Ak = γdB , y análogamente, Ab = δdB , con lo que a y b
son proporcionales.#

Si r : B, k : N , (B−1Ak)r 6= 0, entonces la submatriz B′ de A de tamaño m × m formada
por las columnas que están en B salvo Ar y por Ak es una matriz básica. Demostración:
Supongamos que existen (µi)i:B′ no todos nulos tales que

∑
i:B
i6=r

µiAi+µkAk = 0. Sabemos que

{Ai}i:B son linealmente independientes, luego debe ser µk 6= 0 y por tanto Ak = −
∑

i:B
i6=r

µi
µk
Ai.

Ahora bien, sea v := B−1Ak, Ak = Bu =
∑
i:B uiAi, y restando,

∑
i:B uiAi +

∑
i:B
i 6=r

µi
µk
Ai = 0,
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pero como esto es combinación lineal de los {Ai}i:B , que son linealmente independientes, queda
ur = (B−1Ak)r = 0#.

Teorema de representación: Sean X := {x1, . . . , xr} los puntos extremos y D :=
{d1, . . . , ds} las direcciones extremas de F 6= ∅, si

L :=


r∑
i=1

λixi +

s∑
j=1

µjdj : λ1, . . . , λr, µ1, . . . , µs ≥ 0,

s∑
i=1

λi = 1


=

x+

s∑
j=1

µjdj


x∈cc{x1,...,xp},µ≥0

,

entonces F = L.

⊆] Supongamos que existe z ∈ F \ L. Al ser L convexo y cerrado con z /∈ L, existen
p ∈ Rn \ {0} y α ∈ R tales que ∀x ∈ L, p · x ≤ α pero p · z > α. Fijados λ1, . . . , λr con∑
i λi = 1,

p ·

∑
i

λixi +
∑
j

µjxj

 =
∑
i

λip · xi +
∑
j

µjp · dj ≤ α

para cualesquiera µ1, . . . , µs ≥ 0, luego p · dj ≤ 0 para j ∈ {1, . . . , r}.
Como z ∈ F , Az = b, luego tomando t tal que p · xt = máx{p · xi} y la descomposición
A = bB + nN asociada a xt, b = BzB + NzN y zB = B−1b − B−1NzN , y como
p ·xt ≤ α < p ·z, p · (z−xt) = pB · (zB−xtB)+pN · (zN −xtN ) = pB · (B−1b−B−1NzN −
B−1b) + pN · zN = (ptN − ptBB

−1N)zN > 0. De aquí que existe k : N con zk > 0 y
pk − ptBB−1Ak > 0.

Sea ahora yk := B−1Ak, si yk ≤ 0, dk := ek − byk es una dirección extrema, por lo que
pdk = pk − pBB−1Ak ≤ 0.# Por tanto yk 6≤ 0, y llamando sλ := xt + λ(ek − byk) para
λ ∈ R y nej := ek, Asλ = Axt+λA(ek−byk) = b+λ(Nej−Byk) = b+λ(Ak−Ak) = b.
Por otro lado, sλ ≥ 0 si y sólo si λ ≥ 0 (sλk = λ) y

λ ≤ λ0 := mı́n

{
xti
yki

: yki > 0

}
=:

xtr
ykr

,

con lo que sλ0
∈ F .

Aplicando la proposición anterior y la definición de yk, las columnas {Ai}i:B
i 6=r
∪ {Ak}

forman una matriz básica, y como sλ0r = xtr − xtr
ykr

ykr = 0, vemos que x′ := sλ0
es su

punto extremo asociado. Pero si xtB > 0, entonces λ0 > 0 y p·x′ = p·xt+λ0p(ek−byk) =
p ·xt+λ0(pN ·ej−pB ·yk) = p ·xt+λ0(pk−pB ·B−1Ak), pero de (ptN−ptBB−1Ak)zN > 0,
como zN ≥ 0, deducimos que pk − pB ·B−1Ak > 0, con lo que p · x′ > p · xt, pero esto es
imposible porque hemos tomado xt = máx{p · xi}#.

⊇] Por convexidad, para λ1, . . . , λr ≥ 0 con
∑r
i=1 λi = 1,

∑
i λixi ∈ F , y para µ1, . . . , µs ≥ 0,∑

j µjdj es dirección de F .
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De aquí que, si F no está acotado, tiene al menos una dirección extrema, pues de lo contrario,
si x1, . . . , xr son los puntos extremos de F , todo y ∈ F sería de la forma y :=

∑
λixi con

λ1, . . . , λr ≥ 0 y
∑
λi = 1, luego ‖y‖ ≤

∑
‖λixi‖ =

∑
λi‖xi‖ ≤

∑
λi máx ‖xi‖ = máx ‖xi‖ y

F sería acotado.
Teorema fundamental de la optimización lineal: Sean F := {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥

0} 6= ∅ y c ∈ Rn, existe mı́nx∈F c ·x si y sólo si c ·d ≥ 0 para toda d dirección extrema de F , en
cuyo caso el mínimo se alcanza en un x punto extremo de F . Análogamente, existe máxx∈F c ·x
si y sólo si c · d ≤ 0 para toda d dirección extrema de F , en cuyo caso el máximo se alcanza en
un x punto extremo de F .

Demostración: Por el teorema de representación, si x1, . . . , xr son los puntos extremos y
d1, . . . , dr las direcciones extremas de F , todo x ∈ F es de la forma x =

∑
λixi +

∑
µjdj con

λ1, . . . , λr, µ1, . . . , µs ≥ 0 y
∑
λi = 1, y entonces c · x =

∑
λic · xi +

∑
µjc · dj . Si dj ≥ 0 para

cada j, c ·x ≥
∑
λic ·xi ≥

∑
λi mı́n{c ·xi} = mı́n{c ·xi} =: c ·xk, y tenemos un punto extremo

donde se alcanza el mínimo. Recíprocamente, si existe x ∈ F con c · x mínimo, para cada j,
c · x+ c · dj = c · (x+ dj) ≥ c · x y por tanto c · dj ≥ 0.
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Capítulo 4

Algoritmo del símplex

Sean A ∈ Mm×n(R) de rango máximo con m ≤ n, b ∈ Rm, c ∈ Rn, F := {x : Ax =
b, x ≥ 0}, P := {c · x}x∈F . Si x es un punto extremo de F con base asociada B de forma que
A =: bB + nN y z := (cBB

−1Ak)k ∈ Rn:

(z − c)B = 0.

zB = cBB
−1B = cB .

Para s ∈ F , c · s = c · x− (z − c)N · sN = c · x− (z − c) · s.
As = BsB +NsN = b, luego sB = B−1b−B−1NsN y

c · s = cB · (B−1b−B−1NsN ) + cN · sN = cB ·B−1b+ (ctN − ctBB−1N)sN =

= c · x− (ctBB
−1N − ctN )sN = c · x−

∑
k:N

(ctBB
−1Ak − ck)sk =

= c · x−
∑
k:N

(zk − ck)sk = c · x− (z − c)N · sN .

La última igualdad se deduce de que (z − c)B · sB = 0 · sB = 0.

Si z − c ≤ 0, entonces x = mı́nP y decimos que x es un minimizador, y si z − c ≥ 0,
x = máxP y decimos que x es un maximizador.

Basta aplicar la fórmula anterior a un s ∈ F arbitrario teniendo en cuenta que s ≥ 0.

Si z − c < 0, x es el único minimizador, y si z − c > 0, x es el único maximizador.

Se deduce de la fórmula.

Sean y := B−1A ∈Mm×n(R) y k : N .

Si yk ≤ 0, d := ek − byk es una dirección extrema. Es una dirección de ilimitación
si (z − c)k > 0 y estamos minimizando, pues entonces ĺımλ→+∞ c · (x + λd) = −∞, o si
(z − c)k < 0 y estamos maximizando, pues entonces ĺımλ→+∞ c · (x+ λd) = +∞.

Para λ ≥ 0, x+λd ∈ F y c·(x+λd) = c·x−(z−c)N ·(x+λd)N = c·x−(z−c)N ·(λek)N =
c · x− λ(z − c)k.

10
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Si yk � 0, sean λ0 := mı́n
{
xi
yik

: (i : B), yik > 0
}
, xr
yrk

:= y0 y B′ la submatriz de A
resultante de eliminar la columna Ar de la matriz B y añadir Ak. Entonces B′ es una
matriz básica, y su punto extremo es x′ := x + λ0(ek − byk). Además c · x′ < c · x si
zk − ck > 0, c · x′ > c · x si zk − ck < 0 y c · x′ = c · x si zk − ck = 0.

Tenemos Ax′ = Ax+λ0A(ek−byk) = b+λ0(Nek−Byk) = b+λ0(Ak−Ak) = b. Además,

sλ0i =


xi − λyik si i : B,

0 si i : N ∧ i 6= k,

λ si i = k,

luego x′ = 0, pues λ0 ≥ 0 y, para i : B, bien yik = 0 y x′i = xi ≥ 0, bien yik < 0 y
x′i = xi − λ0yik ≥ x′i ≥ 0, bien yik > 0 y x′i = xi − xr

yrk
yik ≥ xi − xi

yik
yik = 0. Por tanto

x′ ∈ F y c · x′ = c · x− λ0(zk − ck), de donde resulta la desigualdad del enunciado. Por
el capítulo anterior, la submatriz B′ es básica, y como x′r = 0, x′ es su correspondiente
punto extremo.

El conjunto de minimizadores y el de maximizadores son convexos, pues si x e y son soluciones
óptimas con c · x = c · y = z, para λ ∈ [0, 1], c · ((1− λ)x+ λy) = (1− λ)z + λz = z.

Todo esto justifica el algoritmo del símplex, cuya versión para minimizar es el Algoritmo
4.1. Si quisiéramos maximizar, en el paso 4 minimizaríamos qk, y en el paso 5 haríamos las
comparaciones opuestas. Este algoritmo se suele hacer con una tabla del símplex como la
siguiente: 

| | |
cB σ Y xB
| | |

− q − z


En esta, z es el coste total. Tenemos Y = B−1A = bB−1B+nB−1N = b+nB−1N , luego

para pasar de la tabla del símplex de una iteración a la de la iteración siguiente, basta conseguir
una matriz identidad en las columnas correspondientes a la base haciendo operaciones por filas
en la submatriz

(
Y xB

)
, asegurándonos de que x ≥ 0, y calcular q y z. Nótese que, por

escrito, para que sea más intuitivo, si σ(i) = k, en vez de k escribimos xk.
Un punto extremo x asociado a una base B es degenerado si existe i : B con xi = 0;

entonces, en el paso 7 del algoritmo del símplex, se pivotará este elemento, se tendrá xσ(i)
Yik

= 0
y x valdrá lo mismo en la siguiente iteración. También se puede dar ciclaje, consistente en ir
cambiando de base de forma cíclica. Estas dos situaciones pueden hacer que el algoritmo no
acabe, lo que se puede evitar usando la regla de Bland: al principio del paso 7, se establece
k al menor índice con qk > 0, y si hay varios r que minimizan xσ(r)

Yrk
, se elige el de menor σ(r).
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Algoritmo 4.1 Algoritmo del símplex para minimización.
Este algoritmo parte de m,n ∈ N∗ con m < n, una matriz A de tamaño m × n, un vector
b de m elementos y uno c de n elementos, y calcula los puntos de {x : Ax = b, x ≥ 0} que
minimizan c ·x o, si la hay, una dirección de ilimitación. Para ello usa como variables una lista
σ de m enteros distintos de 1 a n, vectores q, x y d de tamaño n, matrices T e Y de tamaño
m × n, un entero k entre 1 y n, un entero r entre 1 y m, un número λ y conjuntos S y D de
vectores de tamaño n. El resultado es {x + λu}x∈cc(S),u∈D si d = 0 o dirección de ilimitación
d en caso contrario.

1. [Inicializar] Hacer S ← ∅, D ← ∅ y d← 0.

2. [Base inicial] Buscar un valor para σ de forma que Aσ(1), . . . , Aσ(m) sean linealmente
independientes. (Estas serán las columnas de B, lo que será usado en la notación. Se
recomienda mantener un mapa de bits indicando qué números están en la lista en cada
momento.)

3. [Establecer variables] Hacer T ←
(
Aσ(1) · · · Aσ(n)

)−1 y x ← bTb. Si x � 0, seguir
buscando por el paso 2 (esto solo puede ocurrir en la primera iteración). Hacer Y ← TA
y q ← ctBY − c (q = z − c).

4. [Buscar k] Buscar el k : N que maximice qk.

5. [¿Solución?] Si qk > 0, saltar al paso 7. De lo contrario, añadir x a S. Si qk < 0, terminar
(solución única). De lo contrario, repetir el paso 6 para cada k : N con qk = 0 y terminar.

6. [Más soluciones] Si Yk ≤ 0, añadir ek − bYk a D. De lo contrario, hallar r que minimice
xσ(r)
Yrk

con Yrk > 0, estableciendo λ a dicho valor, y añadir x+ λ(ek − bYk) a S.

7. [¿Ilimitación?] Si Yk ≤ 0, hacer d← (ek − bYk) y terminar. De lo contrario, hallar r que
minimice xσ(r)

Yrk
con Yrk > 0, hacer σ(r)← k (pivotar) y volver al paso 3.
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Capítulo 5

Obtención de soluciones iniciales

Sean A ∈ Mm×n(R) de rango m, b ∈ Rm, c ∈ Rn, F := {x : Ax = b, x ≥ 0} y P :=
{c · x}x∈F . Para encontrar una base inicial para el símplex, por cada k ∈ {1, . . . ,m} tal que ek
no es una columna de A, añadimos una columna al final de A con valor ek.

Entonces, si añadimos p variables artificiales y T ∈Mm×p(R) es la matriz formada por las
columnas añadidas, escribimos F ∗ := {(x, x∗) ∈ Rn+p : Ax+Tx∗ = b∧x, x∗ ≥ 0} y vemos que
x ∈ F ⇐⇒ (x, 0) ∈ F ∗. Los elementos de x∗ son las variables artificiales, y x∗ es el vector
de variables artificiales.

5.1. Método de las dos fases
La primera fase consiste en hallar mı́n{

∑
i x
∗
i : Ax + Tx∗ = b ∧ x, x∗ ≥ 0}. Si el resultado

es distinto de 0, no existe x ∈ F con (x, 0) ∈ F ∗ y por tanto el problema no es factible. Para
la segunda fase:

1. Si la tabla del símplex al final de la primera fase no incluye variables artificiales básicas,
tenemos una base de A, y la segunda fase consiste en eliminar las variables artificiales y
maximizar o minimizar P a partir de esta base.

2. Si hay variables artificiales básicas, su valor debe ser 0 para que el problema sea factible.
Entonces tendríamos un caso degenerado y el elemento de x en las filas correspondientes
valdrían siempre 0 aun al volver al problema original, por lo que podemos eliminar las
filas con variables artificiales y estaríamos en el primer caso.
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5.2. Método de penalización
SeaM > 0 lo suficientemente grande, definimos PM := {c·x+M

∑
i x
∗
i }(x,x∗)∈F∗ si estamos

minimizando o P−M := {c · x−M
∑
i x
∗
i }(x,x∗)∈F∗ . En la práctica usamos

aM + b = cM + d :⇐⇒ a = c ∧ b = d,

aM + b ≥ cM + d :⇐⇒ a > c ∨ (a = c ∧ b ≥ d).

Así:

Si hay soluciones óptimas (x, x∗), las soluciones con x∗ = 0 son soluciones del problema
original. Si no hay soluciones básicas de este tipo, el problema no es factible. En efecto,

si x ∈ F , (x, 0) ∈ F ∗ y Ax+ Tx∗ = b+ Tx∗
x∗≥0,x∗ 6=0

> b.

Si hay dirección de ilimitación (d, d∗), sea (x, x∗) la solución básica asociada a la tabla
del símplex:

• Si x∗ = 0, d es dirección de ilimitación del problema original.
Si, por ejemplo, estamos minimizando, como (c1, . . . , cn,M, . . . ,M) · (d, d∗) = c ·d+
M
∑
i d
∗
i < 0, yM es lo suficientemente grande, entonces d∗ ≤ 0 y por tanto d∗ = 0.

Entonces, para λ ≥ 0, A(x + λd) = A(x + λd) + T (x∗ + λd∗) = b, x + λd ≥ 0 y
c · (x+ λd) = c · x+ λc · d tiende a −∞ por ser (d, d∗) de ilimitación.

• Si x∗ 6= 0, en general no podemos decir nada.
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Capítulo 6

Variantes del algoritmo del símplex

6.1. Método revisado
En el algoritmo del símplex, Y se usa para calcular q, y posteriormente solo se usa la

columna Yk. Si llamamos w := ctBT , entonces q = ctBY − c = ctBTA − c = wtA − c. Con esto
no necesitamos hallar Y , sino solo v := Yk = TAk. Además, como q solo se usa para encontrar
el k que maximice qk, y posteriormente solo se usa s := qk, no tenemos que almacenar todo q.
Entonces podemos usar la siguiente tabla:

| | | |
c σ T xB v
| | | |

− w − z s


Para pasar de la tabla de una iteración a la de la siguiente, basta hacer las operaciones por

filas en la submatriz
(
T xB

)
que, si se hicieran en v, harían que v valiese er, y calcular w

y z. El nuevo valor de s se calcula en el paso 4, y el de h en el paso 7.

6.2. Método para variables acotadas
Si tenemos desigualdades de la forma ak ≤ xk ≤ bk, una primera reducción es hacer

yk := xk − ak y entonces queda yk ≤ bk − ak, yk ≥ 0, o despejar el valor de la variable si
ak = bk.

Sean ahora (I, U) una descomposición de A por p columnas, h ∈ Rp, h > 0, F := {x :
Ax = b, xI ≤ h, x ≥ 0} y G := {(x, y) : Ax = b, xI + yI = h, x ≥ 0, y ≥ 0}. Es claro que
x ∈ F ⇐⇒ (x, h− xI) ∈ G. Además, x es punto extremo de F si y sólo si (x, h− xI) lo es de
G.

=⇒ ] Si (x, h − xI) ∈ G no es un punto extremo de G, sean λ ∈ (0, 1) y (u1, v1), (u2, v2) ∈ G
distintos con (x, h− xI) = (1−λ)(u1, v1) +λ(u2, v2), entonces x = (1−λ)u1 +λu2, pero
u1, u2 ∈ F . Entonces, o x no es un punto extremo, o u1 = u2 = x, pero lo último es
imposible porque entonces sería v1 = v2.
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⇐= ] Si x ∈ F no es un punto extremo de F , sean λ ∈ (0, 1) y u1, u2 ∈ F distintos con
x = (1 − λ)u1 + λu2, entonces (u1, h − u1I), (u2, h − u2I) ∈ G y (1 − λ)(u1, h − u1I) +
λ(u2, h− u2I) = (x, h− xI), con lo que (x, h− xI) no es un punto extremo de G.

Con esto P := {c · x}x∈F = {c · x}x∈G. Un punto x ∈ F es extremo si y sólo si existe una
descomposición (B,N1, N2) de A por m y k columnas, 0 ≤ k ≤ n−m, p, con |B| 6= 0 tal que
las columnas de N1 están en I y x = bB−1(b−N1(ih)N1

) + n1(ih)N1
.

=⇒ ] Sea y := h−xI , si x es punto extremo de F , (x, y) lo es de G y es pues la solución básica
asociada a una matriz básica B′, de tamaño m+ p porque

G =

{
x ∈ Rm+p :

(
A 0
iIp Ip

)
x =

(
b
h

)
, x ≥ 0

}
.

Al menosm variables básicas deben estar en x, y si haym+k significa que hay k variables
en y que se anulan, pero si yi = 0, xIi = hi, luego tomando N1 como la submatriz formada
por k columnas de I en las que xIi = hi, B como las m columnas restantes de B′ en x
y N2 como el resto de columnas, xN1 y xN2 tienen los valores que buscábamos, y como
b = Ax = BxB +N1xN1

+N2xN2
, despejando queda xB = B−1(b−N1(ih)N1

).

⇐= ] Sean u, v ∈ F y λ ∈ (0, 1) con (1−λ)u+λv = x. Como xN2
= 0, deben ser uN2

= vN2
= 0.

Como xN1
= (ih)N1

, deben ser uN1
= vN1

= (ih)N1
. Como Au = BuB+N1uN1

+N2uN2
=

b y Av = BvB + N1vN1 + N2vN2 = BvB + N1uN1 + N2uN2 = b, igualando queda
BuB = BvB y, como B es invertible, uB = vB y u = v.

Sean x un punto extremo con descomposición asociada (B,N1, N2) y z := (cBB
−1Ak)k ∈ Rn,

si (z − c)N1
≥ 0 y (z − c)N2

≤ 0 entonces c · x = mı́nP , y si (z − c)N1
≤ 0 y (z − c)N2

≥ 0
entonces c · x = máxP . Demostración:

c · s = cB · sB + cN1
· sN1

+ cN2
· sN2

= cB · (B−1b−B−1N1sN1
−B−1N2sN2

) + cN1
· sN1

+ cN2
· sN2

= ctBB
−1b− (ctBB

−1N1 − ctN1
)sN1

− (ctBB
−1N2 − ctN2

)sN2

= ctBB
−1b−

∑
k:N1

(zk − ck)sk −
∑
k:N2

(zk − ck)sk,

pero sN1
≤ xN1

y sN2
≥ xN2

para todo s ∈ F , de donde se obtiene el resultado.
Si existe k : N2 con zk − ck > 0, sean y := B−1A ∈ Mm×n(R), sλ := x + λ(ek − byk),

ι : {1, . . . , p} → {1, . . . , n} tal que iek = eι(k), λ1 := mı́n{ xiyik : yik > 0} =: xr
yrk

, λ2 :=

mı́n{hi−xι(i)−yι(i)k
: (ι(i) : B), yι(i)k < 0} :=

hu−xι(u)
−yι(u),k

,

λ3 :=

{
ht si ι(t) = k,

+∞ si k 6: I

y λ0 := mı́n{λ1, λ2, λ3} ∈ (0,+∞]:

sλ ∈ F si y sólo si 0 ≤ λ ≤ λ0.
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Si n2ej := ek, Asλ = Ax+ λ(N2ej −Byk) = b+ λ(Ak −BB−1Ak) = b. Tenemos

(sλ)i =


xi + λ = λ si i = k,

xi − λyik si i : B,

xi en otro caso,

luego sλ ≥ 0 si y sólo si λ ≥ 0 y λ ≤ mı́n{ xiyik : (i : B), yik > 0}. Por otro lado, (sλ)I ≤ h
si y sólo si λ ≤ mı́n{hi−xι(i)−yι(i)k

: (ι(i) : B), yι(i)k < 0} y, si k : I con ι(t) := k, λ ≤ hk.

Para 0 < λ ≤ λ0, c · sλ < c · x. En particular, si λ0 = +∞, ĺımλ→+∞ c · sλ → −∞.

c·sλ = c·x+λc(ek−byk) = c·x+λ(cNej−cByk) = c·x+λ(ck−zk) = c·x−λ(zk−ck) < c·x.

Si λ0 = λ1, pasando Ar a N2 y Ak a B, se obtiene otra descomposición de A que cumple
las condiciones con punto extremo asociado sλ0

.

Si λ0 = λ2, pasando Aι(u) a N1 y Ak a B, se obtiene otra descomposición de A que
cumple las condiciones con punto extremo asociado x′ tal que x′i = sλ0i para i 6= ι(u) y
x′ι(u) = hu.

Si λ0 = λ3, pasando Ak a N1, se obtiene otra descomposición de A que cumple las
condiciones con punto extremo asociado x′ tal que x′i = sλ0i para i 6= k y x′k = hk.

Análogamente, si existe k : N2 con zk − ck < 0, c · sλ > c · x para 0 < λ ≤ λ0 y el resto de
propiedades se cumplen igual.

Para k : N1, haciendo x′i = xi para i 6= k, x′k = hk − xk, A′k = −Ak, b′ = b− hkA′k, x′ es el
punto extremo asociado a la descomposición resultado de quitar A′k de N ′1 y añadir Ak a N ′2.

Todo esto justifica el algoritmo de variables acotadas, cuya versión para minimizar es similar
al algoritmo del símplex pero:

Se añaden como entradas un entero p entre 0 y n, una función ι : {1, . . . , p} → {1, . . . , n}
estrictamente creciente y un vector h de m elementos. Se añade la restricción de que,
para k ∈ {1, . . . , p}, xι(k) ≤ hk.

Se añaden como variables números λ1, λ2, λ3 entre 0 y +∞, un índice u entre 1 y p, un
índice w entre 1 y m y un vector v de p bits inicialmente a 0.

En los pasos pasos 6 y 7, no se trata yk ≤ 0 como caso especial. En su lugar:

• Hallar r que minimice λ1 ←
xσ(r)
yrk

con yσ(r)k > 0. Si no existe r con yσ(r)k < 0, hacer
λ1 ← +∞.

• Hallar u que minimice hu−xι(u)
−yσ−1(ι(u))k

con ι(u) : B e yι(u)k < 0. Si no existe u que
cumpla las condiciones, hacer λ2 ← +∞.

• Si existe u tal que ι(u) = k, hacer λ3 ← hu. De lo contrario, λ3 ← +∞.
• Hacer λ← mı́n{λ1, λ2, λ3}.

Se definen una función γ que toma un vector x de tamaño n y, para cada i ∈ {1, . . . , p},
si vi = 1, se hace xι(i) ← hi − xι(i), y una función δ similar pero que el cambio que hace
es xι(i) ← −xι(i).
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Al añadir un elemento x a S, se añade en su lugar γ(x). Al añadir una dirección d a D,
en vez de d se añade δ(d).

Tras hacer esto en el paso 7:

• Si λ = +∞, hacer d← δ(ek − bYk) y terminar.

• Si λ = λ1, hacer σ(r)← k y volver al paso 3.

• Si λ = λ2, hallar w tal que σ(w) = ι(u), hacer xι(u) ← hs − xι(u), vu ← 1 − vu,
cι(u) ← −cι(u) y σ(w)← k, y volver al paso 3.

• Si λ = λ3, hacer xk ← hu − xk [ι(u) = k], vu ← 1 − vu, cι(u) ← −cι(u) y volver al
paso 3.

Para maximizar, se hacen los mismos cambios al algoritmo del símplex para maximizar. En la
práctica, cuando λ = λ3, se cambia el signo de la columna ι(u) y se añade una marca indicando
que la variable xι(u) realmente es la variable x′ι(u) (con x′ι(u) = hu − xι(u)), desde entonces se
considera cambiado el signo de cι(u), se cambia el signo de Yι(u) y qι(u) y se hace x← x+qι(u)Yk.
Cuando λ = λ2, primero se cambia el signo de la fila w de Y salvo el elemento Yww, se hace
xι(u) ← hu − xι(u) y se pivota Ywk.



Capítulo 7

Dualidad

Sea el problema primal minimizar {c·x : Ax ≥ b, x ≥ 0} conm restricciones y n variables,
el problema dual es uno de maximizar con m variables y n restricciones. Su función objetivo
viene dada por el vector b y las restricciones están de�nidas por las columnas de A. Este
problema es el de maximizar {b · u : Atu ≤ c, u ≥ 0}.

Ejemplo: Dado el problema
mı́n −2x1 + x2

−3x1 + x2 ≤ 7

x1 + 2x2 ≥ 6

x1 ≥ 0

x1=y1≡
x2=y2−y3


mı́n −2y1 + y2 − y3

3y1 − y2 + y3 ≥ −7

y1 + 2y2 − 2y3 ≥ 6

,

su dual es 

máx −7u1 + 6u2

3u1 + u2 ≤ −2

−u1 + 2u2 ≤ 1

u1 − 2u2 ≤ −1

u1, u2 ≥ 0

.

: Ahora bien, si el dual es maximizar {b · u : Atu ≤ c, u ≥ 0}, esto equivale a minimizar
{−b · u : −Atu ≥ −c, u ≥ 0}, cuyo dual es a su vez maximizar {−c · x : −Ax ≤ −b, x ≥ 0}, que
equivale a minimizar {c · x : Ax ≥ b, x ≥ 0}, el problema original.

Caso general:
mı́n máx

Restricciones
≤ ≤

Variables≥ ≥
= no restringida

Variables
≥ ≤

Restricciones≤ ≥
no restringida =

5



Ejemplo anterior:
mı́n −2x1 + x2

−3x1 + x2 ≤ 7

x1 + 2x2 ≥ 6

x1 ≥ 0

→


máx −7x1 + 6x2

−3w1 + w2 ≤ −2

w1 + 2w2 = 1

w1 ≤ 0, w2 ≥ 0

.

Este dual es el mismo que el anterior, con w1 = −u1, w2 = u2.
Otro ejemplo:

máx −3x1 + 4x3

x1 − x2 + x3 ≥ 1

x2 − x3 = 4
x1 ≤ 0

x2 ≥ 0

→



mı́n u1 + 4u2

u1 ≤ −3

−u1 + u2 ≥ 0

u1 − u2 = 4
u1 ≤ 0

.

7.1. Teorema de dualidad

Por ahora trabajamos en la forma canónica: P : mı́n{c · x : Ax ≥ b, x ≥ 0}.
Teorema de dualidad débil: Si x0 y u0 son factibles en P (el primal) y D (el dual)

respectivamente, entonces c · x0 ≥ b · u0. Demostración: x0 cumple Ax0 ≥ b y u0 cumple
Atu0 = (ut0A)t ≤ c. Multiplicando, ut0Ax0 ≥ ut0b = b · u0 y ut0Ax0 ≤ ctx0 = c · x0.

Corolario: Si x0 y u0 son factibles en P y D respectivamente y c · x0 = b · u0, entonces x0

es solución óptima de P y u0 lo es de D.
Corolario: Si uno de los dos problemas es ilimitado, el otro es infactible. [Nota: el recíproco

no se cumple.]
Teorema de dualidad fuerte: Si uno de los dos problemas P y D tiene solución óptima,

el otro también la tiene y los valores óptimos coinciden.
Demostración: Podemos suponer que es P el que tiene solución óptima x, con lo que

Ax ≥ b y x ≥ 0, y reordenando las �las de A, descomponiendo como A = (A(1), A(2)), b =
(b(1), b(2)), con A(1)x = b(1) y A(2)x = b(2), entonces x = (x(1), 0) (|x(1)| =: p, |x(2)| = n− p. El
siguiente sistema no tiene solución: 

A(1)d ≥ 0

d(2) ≥ 0

c · d < 0

.

En efecto, si existiera tal d, entonces para λ ≥ 0, A(x+ λd) = (A(1)(x+ λd), A(2)(x+ λd)) =
(A(1)x+λA(1)d,A(2)x+λA(2)d) ≥ (b(1), b(2)) = b, y además d 6= 0 y x+λd ≥ 0 para λ ∈ [0, λ0]
para algún λ0 > 0. Entonces c · (x+ λ0d) = c · x+ λ0c · d < c · x, luego x no es mínimo.#

El sistema anterior lo podemos expresar como

−
(

A(1)

0 In−p

)
d ≤ 0, c · d < 0.

Por el teorema de Farkas, existe una solución de(
At(1)

0
In−p

)
y = c, y ≥ 0.



Lo primero equivale a que, si y(1) =: u e y(2) =: v, transponiendo, entonces uA + vI = c, y
como u, v ≥ 0, uA ≤ c, y u es factible en D. Pero u(Ax−b) = (u, 0)(A(1)x−b(1), A(2)x−b(2)) =
u(A(1)x− b(1)) = 0. Entonces (c− uA)x = vIx = vx = (0, v)(x(1), x(2)) = (0, v)(x(1), 0) = 0. Y
bueno, copio literal:

P :


mı́n c · x

ai.x ≥ bi, i = 1, . . . ,m

xj ≥ 0, j = 1, . . . , n

D :


máx u · b

ua.j ≤ cj , j = 1, . . . , n

ui ≥ 0, i = 1, . . . ,m

.

Teorema de complementariedad de holguras: x y u son soluciones óptimas de P y D
respectivamente si se cumple:

xj > 0 =⇒ ua.j = cj .

aix > bi =⇒ ui = 0.

ui > 0 =⇒ aix = bi.

ua.j < cj =⇒ xj = 0.

Demostración: Se veri�ca

{
Ax ≥ b,x ≥ 0

uA ≤ c,u ≥ 0
, ub ≤ uAx ≤ cx = ub =⇒ ub = uAx = cx ∼

u(Ax − b) = 0 ∼
∑m
i=1 ui(ai.x − bi) = 0 ∼ ui(ai.x − bi) = 0. ui > 0 =⇒ aix = bi,

aix > bi =⇒ ui = 0.

7.2. Resolución de un problema de O.L. a partir de su dual

Por el teorema de complementariedad de holguras, xj > 0→ uaj = cj ,
∑n
j=1 ajxj > bi →

ui = 0, ui > 0→
∑n
j=0 ajxj = bi, ujaj < cj → xj = 0.

P :


mı́n 2x1 + 3x2 + 5x3 + 2x4 + 3x5

x1 + x2 + 2x3 + x4 + 3x5 ≥ 4

2x1 − 2x2 + 3x3 + x4 + x5 ≥ 3

xj ≥ 0∀j

Operando, u1 = 4
5 , u2 = 3

5 :



D :



u1 + 2u2 ≤ 2→ 4

5
+

6

5
= 2

u1 − 2u2 ≤ 3→ 4

5
− 6

5
< 3→ x2 = 0

2u1 + 3u2 ≤ 5→ 8

5
+

9

5
< 5→ x3 = 0

u1 + u2 ≤ 2→ 4

5
+

3

5
< 2→ x4 = 0

3u1 + u2 ≤ 3→ 12

5
+

3

5
= 3{

x1 + 3x5 = 4

2x1 + x5 = 3
→ x1 = 1, x5 = 1

Usando la tabla del símplex, (P ) : mı́n{cx : Ax = b, x ≥ 0}.
Tabla inicial: 

a11 · · · a1p 1
...

...
. . .

an1 · · · anp 1


Tabla �nal: 

y11 · · · y1n

...
... B−1

yn1 · · · ynn


Propiedad: Si x óptima de (P ) y B la base asociada =⇒ u = cBB

−1 sol. ópt. de (D).
Dem.:

x opt→ zj − cj ≤ 0∀j
zj − cj = cByj − cj = cBB

−1aj − cj = uaj − cj ≤ 0∀j
→ u factible de (D) (uA ≤ c)

ub = cBB
−1b = cBxB = cBxB + cNxN = cx

(P ) :


mı́n 2x1 − x2 + x3 + x4

x1 − x2 + x5 ≤ 3

−3x2 + x3 + 5x5 ≤ 19

−x2 + x4 + 2x5 ≤ 9



Tabla �nal: 
0 x5 0 0 −1 3 1 8
−1 x2 0 1 −2 0 0 7
2 x1 1 0 −1 2 0 2

0 0 −1 −2 0 −3


7.3. Interpretación económica

Minimizar coste, m productos, bi cantidad mínima a producir del producto i, n actividades,
aij coste producto producido por unidad de la actividad j, cj coste por unidad de la actividad
j. mı́n

∑n
j=1 cjxj s.a.

∑n
j=1 aijxj ≥ bi, xj ≥ 0.

Coste mínimo de producción cx = ub =
∑m
i=1 uibi. Si se produce una unidad extra del

producto i, el coste sería
∑m
j=1
i 6=j

ujbj + ui(bi + 1) = z + ui. Se le llama a ui precio sombra.

Maximizar bene�cios, bi cantidad a producir del producto i, ui precio unitario del producto
i. máx

∑m
i=1 uibi s.a.

∑n
j=1 aijui ≤ cj .



Capítulo 8

Algoritmo dual del símplex

8.1. Base dual factible

(P ) mı́n{cx : Ax = b, x ≥ 0}
Sea B una matriz básica de A, diremos que B es dual factible si zj − cj = cBB

−1Aj − cj ≤
0∀j no básico.

Alg. símplex: Partir de una base factible (primal), b = B−1b ≥ 0. Generar bases factibles
hasta obtener una base zj − cj ≤ 0∀j.

Alg. dual: Parte de base dual factible, zj−cj ≤ 0∀j. Generar sucesión bases duales factibles
hasta que se cumpla b = B−1b ≥ 0.

P1: B es dual factible ⇐⇒ u = cBB
−1 es una sol. factible del problema dual de (P ).

Dem.:
(D) : máx{ub : uA ≤ c}.
B dual fact. ~ zj − cj ≤ 0∀j ~ cBB−1aj − cj ≤ 0∀j ~ uaj ≤ cj∀j ~ uA ≤ c.
P2: B dual factible =⇒ u = cBB

−1 es un punto extremo de (P ).
Dem.:
Hemos visto que u = cBB

−1 es fact.
Supongamos u no es punto extremo −→ ∃u1, u2 fact. de (P ) y distintos : u = λu1+(1−λ)u2

u1 fact. −→ u1A ≤ c→ u1B ≤ cB
u2 fact. −→ u2A ≤ c→ u2B ≤ cB
u = λu1 + (1− λ)u2 → uB = λu1B + (1− λ)u2B → cBB

−1B = cB ≤ λcB + (1− λ)cB =
cB → u1B = cB , u

2B = cB → u1 = cBB
−1 = u2 = cBB

−1.
�
Si P es de maximizar, B dual factible si zj − cj ≥ 0∀j.

8.2. Cambio de base dual factible

Sea B dual factible, br < 0 algún r.
Sale xr de la base, supongamos que entra k en la base.
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| | |
cB σ y′ IB
| | |

zj − cj z


y′ij = yij − yik

yrk
yrj , i 6= r

y′ij =
yij
yrk

, i = k

b
′
i = bi − yik

yrk
br, i 6= k

b
′
i = br

yrk
, i = k

(zj − cj)′ =
∑
i6=k ciy

′
ij + cky

′
ij − cj =

∑
i 6=k ci(yij −

yik
yrk

yrj) + ck
yrj
yrk
− cj = (zj − cryrj) −

yrj
yrk

∑
i 6=k ciyik + ck

yrj
yrk
− cj = (zj − cj)− yrj

yrk
(zk − ck)

z′ =
∑
i 6=k cib

′
i+ ckb

′
k =

∑
i 6=k u(bi− yik

yrk
bi) + ck

br
yrk

= z− crbr = br
yrk

∑
i 6=k −ciyik + ck

br
yrk

=

z − br
yrk

(zk − ck).

(zj − cj)′ = (zj − cj)− yrj
yrk

(zk − ck)

a) Si yrk ≥ 0∀j no básico, 0 ≤ xr +
∑
j no básico≥0 yrjxj = br < 0→ (P ) infactible

b) ∃k : yrk < 0. (zj − cj) ≤ 0~zj − cj ≤ yrj
zj − cj ≤ yrj

yrk
(zk − ck) si yrk < 0

~
zj−cj
yrj

≥ zk−ck
yrk

si yrj < 0

Hay que elegir k~ zk−ckyrk
= mı́n{ zj−cjyrj

: yrj < 0} .
Si el problema primal fuera de maximizar, elegir k sería zk−ck

yrk
= máx{ zj−cjyrj

: yrj < 0}.∣∣∣∣zk − ckyrk

∣∣∣∣ = mı́n

{∣∣∣∣zj − cjyrj

∣∣∣∣ : yrj < 0

}
.

8.3. Mejora de la solución

z′ = z − br
yrk

(zk − ck) ≥ z (br < 0, yrk < 0, zk − ck ≤ 0)

a) Si zk − ck < 0, z′ > z.
u = cBB

−1 → u′ = c′B(B′)−1

↘ub = cBB
−1b = cBb = z ↘u′b = cB(B′)−1b = cBb

′
= z′.

b) Si zk − ck = 0→ z′ = z.
(zj − cj)′ = zj − cj∀j
cBB

−1I − cI = cB(B′)−1I − cI
cBB

−1 = cB(B′)−1

u = u′

8.4. Algoritmo dual

Algoritmo
Paso inicial: Encontrar matriz B dual factible, br < 0 y zj − cj ≤ 0∀j. Hacer k = 1.
Paso k:



yrj ≥ 0∀j no básico, PARAR. Problema infactible.

De lo contrario, determinar k tal que

zk − ck
yrk

= mı́n{zj − cj
yrj

: yrj < 0}.

Pivotar en el elemento yrk (sale xr de la base, entra xk en la base).

Hacer h = h+ 1 y continuar.

(P ) : mı́n{cx : Ax ≥ b, x ≥ 0}, c ≥ 0, b ≥ 0.{
Ax− Ixh = b

x ≥ 0, xh ≥ 0


−Ax+ Ixh = −b

x ≥ 0, xh ≥ 0

B = I

xB = xh = −b, no es factible, b � 0
zj − cj = cBB

−1Aj − cj = cj ≤ 0∀j
B = I dual factible
zk−ck
yrk

= mı́n{ zj−cjyrj
, yrj < 0}

8.5. Búsqueda de base inicial

Sea B = I base  A|I b

zj − cj


br < 0 algún r
zj − cj > 0 algún j (min)
Anadimos la siguiente restricción:

xn+1 +
∑

jno básico

xj = M

M > 0 y tan grande como queramos.
0

A′ I
... b
0

1 . . . 1 0 . . . 0 1 M


Entra k tal que zk − ck = máx{zj − cj}. Idual factible
(zk − cj)

↓
= zj − cj − yrj

yrk
(zk − ck) = (zj − cj)− (zk − ck) ≤ 0∀j.



Capítulo 9

Sensibilidad y análisis paramétrico

(P ) : mı́n{cx : Ax = b, x ≥ 0}.
Sea x solución óptima.
¾Sigue siendo x óptima si cambia
algún dato del problema? →Análisis

9.1. Sensibilidad en el vector de costes

Supongamos que el coste ck → ck + λ
Sea B la base asociada a x.
a) Si k no es básica
(zk − ck)′ = cBB

−1Ak − (ck + λ) = (zk − ck)− λ
Si λ ≥ zk − ck, x sigue siendo óptimo.
b) Si k es básica

(zj − cj)′ = [cB + λ(0, . . . ,

xk
↓
1 , . . . , 0)]B−1aj − cj = (zj − cj) + λ(0, . . . , 1, . . . , 0)yj

= (zj − cj) + λykj

zj − cj ≤ −λykj

∀j ∼

{
zj−cj
−ykj ≤ λ si ykj < 0
zj−cj
−ykj ≥ λ si ykj > 0

máx

{
zj − cj
−ykj

: ykj < 0

}
≤ λ ≤ mı́n

{
zj − cj
−ykj

: ykj > 0

}
Supongamos que el vector de costes cambia de c a
c+ λd.
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(zj − cj)′ = (cB − λdB)B−1Aj − (cj + λdj) ≤ b ∼
(zj − cj) + λdj donde dj = dBB

−1aj − dj

(zj − cj)′ ≤ 0∀j ∼ (zj − cj) + λdj ≤ 0∀j

I1 = máx{zj − cj
−dj

: dj < 0} ≤ λ ≤ máx{zj − cj
−dj

: dj > 0} = I2

λ ∈ [I1, I2] x óptimo

9.2. Sensibilidad en el vector b

Supongamos que b→ b+ λe
Si B es la base asociada a x
B−1(b+ λe) ≥ 0
B−1b+ λB−1e = b− λe ≥ 0
bi + λe ≥ 0∀j ≥ 0

λ ≥ − bi
ei
si ei > 0

λ ≤ − bi
ei
si ei < 0

máx{ bi
ei

: e > 0} ≤ λ ≤ mı́n{− bi
ei

: ei < 0}

9.3. Otros cambios

P : máx{cx : Ax = b, x ≥ 0}
x̃ sol. óptima
Cambio en una columna de A
Sea ak → ak + λuk, k no básica
x̃ = B−1b
zk − ck → cBB

−1(ak + λuk)− ck = zk + λcBB
−1uk − ck = (zk − ck) + λcBB

−1uk · · ·
Añadir una cantidad xn+1

an+1 la columna correspondiente. x̃ = B−1b, zn+1 − cn+1 = cBB
−1an+1 − cn+1 = · · ·

Añadir una restricción
Sea α:

∑
αixi ≤ bm+1 (bueno, seguir los otros apuntes)

9.4. Análisis paramétrico

Análisis paramétrico en el vector de costes.
Buscar todos los val. óptimos del problema

mı́n{(c+ λc′)x : Ax = b, x ≥ 0}, λ ∈ [λmı́n, λmáx].

Supongamos λmı́n ≤ 0 ≤ λmáx. Ver los otros apuntes.



9.5. Ejercicios

9.5.1. 1



máx −2x1 + x2 − x3 + 1

−x1 + 2x2 + x3 = 6

x1 + x2 − 2x3 ≤ 3

x1 ≤ 0

x2 ≥ −1

x3 ≥ 0

Hacemos y1 = −x1, y2 = x2 + 1, y3 = x3. Añadimos una variable de holgura y4 y una
variable arti�cial y5. 

máx 2y1 + y2 − y3

y1 + 2y2 + y3 = 8

−y1 + y2 − 2y3 + y4 = 4

y ≥ 0

Tras aplicar el método de las dos fases sin eliminar las variables arti�ciales, la tabla óptima
queda  2 y1 1 2 1 0 1 8

0 y4 0 3 −1 1 1 12
0 3 3 0 −


1. ¾Qué pasaría al hacer c2 = 5?

y2 no es básica. Haciendo el cambio en la tabla óptima queda q2 = −1, luego la solución
ya no es óptima. Partiendo de la anterior tabla óptima, podemos ir pivotando hasta
encontrar el punto óptimo.

2. ¾Y si c1 = 2?

El coe�ciente para y1 sería −2 por el cambio de variable. Como es básica, hay que
recalcular para todos, y tendríamos q = (0,−5,−1, 0,−), luego el valor ya no es óptimo.

3. ¾Cuál sería el intervalo para c2 en el que la tabla sigue siendo óptima?

Para un c2 arbitrario, q2 = 4− c2, luego c2 ∈ (−∞, 4].

4. ¾Y para c1?

Para un c1 arbitrario, q = (0, 2c1−1, c1 +1, 0,−), luego debe ser 2c1−1 ≥ 0 ⇐⇒ c1 ≥ 1
2

y c1 + 1 ≥ 0 ⇐⇒ c1 ≥ −1. Así, c1 ∈ [ 1
2 ,+∞), y como esto es después del cambio de

variable, realmente c1 ∈ (−∞,− 1
2 ].

5. ¾Y si ahora b1 = 10?

Entonces b′ = (12, 4), y como

B =

(
1 0
−1 1

)
,



entonces

ỹB = B−1b′ =

(
1 0
1 1

)(
12
4

)
=

(
12
16

)
≥ 0,

luego la solución sigue siendo óptima. Si saliera una variable negativa, la solución no es
óptima, por lo que hay que partir de ahí para llegar a una tabla óptima pero esta vez
usando el método dual del símplex.

6. ¾Cuál es el intervalo para b1 para que esto siga siendo óptimo?

Tras el cambio de variable,

B−1b′ =

(
1 0
1 1

)(
b1 + 2

4

)
=

(
b1 + 2
b1 + 6

)
≥ 0 ⇐⇒ b1 ∈ [−2,+∞).

7. ¾Qué ocurre al añadir la restricción x2 + x3 ≥ 2?

x2 + x3 = y2 + y3 − 1 ≥ 2 ⇐⇒ y2 + y3 ≥ 3, pero y2 + y3 = 0, luego el punto óptimo
anterior ya no es factible. Por tanto, añadimos la restricción a la tabla, cambiándola de
signo para que la variable de holgura asociada esté en la base:

2 y1 1 2 1 0 1 0 8
0 y4 0 3 −1 1 1 0 12
0 y6 0 −1 −1 0 0 1 −3

0 3 3 0 − 0

 y6→y3−→ · · ·

8. ¾Qué ocurre al añadir otra variable x4 con c4 = 4 y A4 = (1, 2)?

Llamemos y6 = x4. Entonces

Y6 = B−1A6 =

(
1 0
1 1

)(
1
2

)
=

(
1
3

)
y, por tanto, q6 = cB · Y6 − c6 = 2− 4 = −2 < 0, luego la tabla no es óptima y hay que
seguir con el algoritmo. Sabemos que sí interesa añadir x4 porque nos da un valor óptimo
mayor.


